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1. はじめに

DEAにおけるCCRモデルの計算法として、次のよ

うな2段階の線形計画問題 (双対問題形式)によって解

く方法が刀根 [7, 8]によって提唱されている。ただし、

ここでは第 2段階のスラック sx , sy の係数には入出力

項目の重要性を示すウェイト wx 2 Rm, wy 2 Rs を

付けて示す 1 。m , s , n はそれぞれ入力、出力の項目

数とDMU の数、X 2 RmÇn , Y 2 RsÇn は入力、出力

の値、xo 2 Rm , yo 2 Rs は対象DMU oの入力、出力

の値を表す。í,ï 2 Rn, sx 2 Rm, sy 2 Rsは変数であ

る。また、T は転置を表す。

＜ 第 1段階 ＞

min í (1)

s:t: íxo ÄXïÄ sx = 0 (2)

YïÄ sy = yo (3)

ïï 0 ; sx ï 0 ; sy ï 0 (4)

＜ 第 2段階 ＞

max é= wT
x sx +wT

y sy (5)

s:t: Xï+ sx = íÉxo (6)

(3);(4)式

第2段階の íÉ は第1段階で求められた最適解を表

す。さらに、加重平均入力効率性と加重平均出力効率

性の積で示されるスラックを考慮した修正効率性尺度

ú( T 効率値 ) も提唱されている。

úÉ =

í
íÉÄ w

T
x s
É
x

wT
x xo

ì †
wT
y yo

wT
y (yo + sÉy )

!
(7)

そして、スラックを考慮した修正効率性尺度の性質

として、次の 3点を挙げている。

(1) スラック sÉx , sÉy が 0 (スラックレス)のときは、D
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1wx, wy の値の設定方法として、単位の不変性を保つため

に、入出力値の最大値 [9]を用いる方法などが提案されてい

る。

効率値と一致する。逆に、一致するのはスラック

レスのときに限る。

(2) スラックの相対的な大きさに関して減少関数で

ある。

(3) スラックの重要性を示すウェイト wx, wy が決ま

れば、T 効率値はユニークに決まる。

T 効率値はスラックを考慮しており、尺度の性質も

含めて、従来のD効率値に比べて、優れた尺度である

と考えられる。しかし、T 効率値が加重平均入力効率

性と加重平均出力効率性の積によって求められること

の積極的な理由は説明されていない。さらに、主問題

に戻したときに比率尺度として解釈できるのかどう

か、可変ウェイト v, u はどのような値をとるのか、

可変ウェイト v, u とスラックに対する入出力項目の

重要性を示すウェイト wx, wy の関係なども説明され

ていない。

そこで、本研究ではCCRモデルに対し、2段階の線

形計画問題を利用して、スラックを考慮しつつ、これ

らの点を説明できる新しい効率性尺度を提案し、数値

例も含めて検討する。さらに、スラックを考慮したク

ロス効率値も提案する。以下に本論文の構成を示す。

2.節で 2段階問題の主問題を示し、スラックおよび入

出力項目の重要性を表すウェイトと可変ウェイトの関

係について調べる。そして、新しい効率性尺度を示

し、考察する。3.節では、数値例による考察を行う。4.

節では、スラックを考慮したクロス効率値を示す。最

後に、5.節で結論および今後の課題を述べる。

2. スラックを考慮した効率性尺度

2.1 2段階線形計画問題の主問題

2段階の線形計画問題を主問題形式に書き直すと次

のように定式化される。v 2 Rm ,u 2 Rs は入力、出

力に対するウェイトを表す。

＜ 第1段階 ＞

max í= yTo u
(1) (8)

s:t: xTo v
(1) = 1 (9)

Y Tu(1) ÄXTv(1) î 0 (10)



v(1) ï 0 (11)

u(1) ï 0 (12)

＜ 第 2段階 ＞

max é= yTo u
(2) ÄíÉ

Ä
xTo v

(2)
Å

(13)

s:t: Y T u(2) ÄXT v(2) î 0 (14)

v(2) ï wx (15)

u(2) ï wy (16)

(15)、(16) 式より、第 2段階で入出力項目の重要性

を示すウェイト wx , wy は、可変ウェイト v(2), u(2)

の下限値を表していることが分かる。

2.2 スラックを考慮した効率値

スラックを考慮した効率値を考えるために、まず初

めに 2.1節で示した 2段階LPの主問題の第2段階で求

められる可変ウェイト v(2)É, u(2)Éを用いた比率尺度

çÉを (17)式に示す。

çÉ=
yTo u

(2)É

xTo v
(2)É (17)

第2段階の目的関数からも分かるように、比率尺度

çÉ は一意に決まるとは限らない。(13),(17)式より、

(18)式が成り立つ。

ç= íÉ+
éÉ

xT
o
v(2)

(18)

éÉî 0 より、xTo v
(2) ! 1 にすると、çÉ= íÉとな

り、スラックを考慮しない効率値になる。そこで、ス

ラックを考慮した効率値を一意に求めるために、次の

第 3段階の問題を解く 2 。

＜ 第 3段階 ＞

min üV = xTo v
(3) (19)

s:t: Y T u(3) Ä XTv(3) î 0 (20)

yTo u
(3) ÄíÉ

Ä
xTo v

(3)
Å

= éÉ (21)

v(3) ï wx (22)

u(3) ï wy (23)

本研究ではスラックを考慮した効率値として、第3

段階で求められる可変ウェイト v(3)É, u(3)É を用い

た (24)式のスラック調整済D効率値 ( Slack Adjusted

DEA Eéciency : 以降、S 効率値 ) ëÉを提案する 3。

2第 3段階はスラックを考慮した効率値の一意性を保証する

ための段階である。第 3段階の最適解は第 2段階の解にもな

り得るので、効率値の解釈や説明については第 2段階を用

いて展開する。
3BCCモデルの効率性尺度も同様に示すことができる。

ëÉ=
yTo u

(3)É

xTo v
(3)É (24)

可変ウェイト v(3)É, u(3)É は第 2段階の最適解にも

なり得るので、ëÉは、(5),(13)式 (または(21)式)より、

(25)式に書き直すことができる。

ëÉ= íÉÄ 1

üVÉ
Å
ê
wT
x s
É
x +wT

y s
É
y

ë
(25)

ここで、üV É= xTo v
(3)É> 0。ëÉî íÉ, (スラックレ

スのときは、ëÉ= íÉ) となり、スラックを考慮した場

合の尺度の性質もすべて満たす。S効率値 ëを求める

場合、2段階LPの主問題の第 2段階において、ウェイ

ト wx , wy が可変ウェイトの値を制約することにより

スラックを評価していると考えることができる 4 。以

上のことから、S効率値が主問題、双対問題の両方を

考慮した効率値であるという特徴を持つことが分か

るだろう。

次に、入出力スラックを考慮したS 効率値 ëÉ をス

ラックレスの入力の一律削減率と考えた点 (ëÉxTo ; y
T
o )

(以降、仮参照点と呼ぶ)と通常の一律削減率 íÉ とス

ラックによる改善案として求められる参照点 ((íÉxoÄ
sÉx)T ; (yo +sÉy )T ) の関係について考察を行う。仮参照

点と参照点には、(26) 式の関係を示すことができる。

yTo u
ÉÄ ëÉxTo v

É

= (yo + sÉy)
T uÉÄ (íÉxo Ä sÉx)TvÉ= 0 (26)

仮参照点 (ëÉxTo ; y
T
o ) はスラックレスでない限り、生

産可能集合に含まれない。しかし、仮参照点に相当す

る活動を行うDMUが存在すると仮定した場合、他の

DMUが変わらない限り、そのDMUは効率的になり、

仮参照点はスラックレスの改善案になる。このことは

S効率値が効率的となる改善案を求めるDEAの考え

方に極めて整合的な効率値であることを示している。

次に、(25)式に含まれる üVÉ について考察する。

2段階LP(双対問題)の第 2段階は次のように書き直す

ことができる。

max 　 é= wT
x sx + wT

y sy (27)

s:t: í= íÉ (28)

(2)～(4)式

üVÉは第 3段階の目的関数値であるが、(28)式に対

する双対解として考えることもできる。したがって、

íÉを微小変化させても、その分、スラック部分の大き

4
可変ウェイトに制約を与える方法の一つである領域限定を

行うと、効率値は小さくなるか、同じである。そのことから

も第 2段階ではウェイトの制約により小さくなる分をスラッ

クとして評価していると解釈できる。



さ éも微小変化するので、ëは変化しない。つまり、

üVÉが一律削減率 í、スラック部分 éをバランスさせ

る役割を果たし、そのバランスしているときの効率値

がS効率値 ëになる5 。üVÉ は、éに対するíのシャ

ドウプライスであり、(25)式で計算されるS効率値の

重要な意味付けを与えてくれることが分かる。

2.3 簡単な数値例による考察

2入力、1出力、3DMU の数値例を用いて、S 効率値

について考察する。

表 1 : 2入力、1出力、3DMUの数値例

DMU 入力 1 入力 2 出力 1 効率性

A 2　 4　 1　 D 効率的

B 3　 1　 1　 D 効率的

C 10　 2　 1　 D 非効率的

DMU C のみD非効率的になる。入力ウェイトを v1,

v2、出力ウェイトを u1、入力スラックに対するウェイ

トを wx1, wx2、出力スラックに対するウェイトを wy1

とする。DMU C を対象とすると、スラックに対する

ウェイトの値の持つ条件が、

(1) 3wx1 + wx2 ï wy1 ならば、

vÉ1 = wx1, vÉ2 = wx2, uÉ1 = 3wx1 + wx2,

ëÉC = 3wx1+wx2
10wx1+2wx2

(2) 3wx1 + wx2 î wy1 ならば、

vÉ1 = wx1, vÉ2 = wy1 Ä 3wx1, uÉ1 = wy1,

ëÉC =
wy1

2wy1+4wx1

になる。ウェイト wx1, wx2, wy1 の組み合わせの違い

による ëÉC の例を表 2に示す。

表 2 : ウェイトの組み合わせの違いによる ëÉC の例

wx1 wx2 wy1 vÉ1 vÉ2 uÉ1 ëÉC
例 1 1 1 1 1 1 4 1=3

例 2 2 1 8 2 2 8 1=3

例 3 0 1 1 0 1 1 1=2

例 4 1 0 1 1 0 3 3=10

DMU C とその参照点である DMU B の関係を各

例について (26)式を用いて調べ、ëÉC の値について考

察する。出力はすべて 1でスラックはないので、(26)

5LPのプログラムを用いて双対問題を解くと、目的関数が重

み付けスラックの最大化を目指すため、できるだけ主問題

の可変ウェイトは小さくなるように向かうこと、また線形

計画問題では端点を解として選択することから第 2段階の

(28)式の双対解として、üV É が通常、得られる。したがっ

て、双対問題で解けば、第 3段階をしなくても通常の場合

には良いと思われるが、理論上は第 3段階で定義する必要

がある。

式は入力のみの (29)式になる。

ëÉCx
T
Cv
É= (íÉxC Ä sÉx)TvÉ= 0 (29)

さらに、(30)式が成り立つ。

XB = íÉÅxC Ä sÉx (30)

したがって、(29), (30)式より、(31)式が成り立つ。

(XB Ä ëÉCxC )TvÉ= 0 (31)

(31)式からも分かるように、ëÉC の値は次のように

考えることができる。

例 1) 1=3Ç (10; 2) + (Ä1=3;1=3) = (3; 1)

(Ä1=3;1=3) (1; 1)T = 0

例 2) 1=3Ç (10; 2) + (Ä1=3;1=3) = (3; 1)

(Ä1=3;1=3) (2; 2)T = 0

例 3) 1=2Ç (10; 2) + (Ä2; 0) = (3; 1)

(Ä2; 0)(0; 1)T = 0

例 4) 3=10Ç (10; 2) + (0;2=5) = (3; 1)

(0;2=5) (1; 0)T = 0

左辺の第1項の係数が ëÉC の値、第 2項は符号無制

約のスラック (XBÄëÉCxC )Tを表しているのが分かる。

そのスラックと入力ウェイトの内積をとると (直交し

て)、0 になる。S効率値 ëÉはウェイト付けされた符号

無制約のスラック値を合計した結果、0になる(符号無

制約のスラックを含めなくても良いと考えたときの)

効率値を示すと考えることができる6 。

3. 数値例による考察

刀根 [6]の東京都立図書館のデータの一部 (東京23

区中、人口の少ない11区)を用いて数値実験を行う。

入力項目として、床面積、蔵書数、職員数、図書館費、

人口の5項目、出力項目として、登録者数、貸出冊数

の 2項目を用いて計算した S効率値、T 効率値、D効

率値を表 3に示す。

S 効率値、T効率値は wxi = 1
xio

, wyi = 1
yio

として計

算した。この理由は次の二つである。

(1) データがすべて正であり、かつ単位の不変性を

保つことができる。

(2) 両効率値が基準化したスラック値 sÉxi
xio

,
sÉyi
yio

を含む

ことになり、比較の考察を行いやすい。

6ここでの議論は出力スラックがない 1出力での数値例およ

び図解であるので解釈には注意が必要である。しかし、出

力も含めて議論する場合にも、図解するのは難しいが、(26)
式を用いて同様に解釈することができる。



表 3 : 効率性尺度

S 効率値y T 効率値z D 効率値
S効率値
D効率値

T効率値
D効率値

千代田区 0.333 0.282 0.352 0.945 0.801
中央区 0.735 0.576 0.896 0.820 0.643

台東区 0.459 0.450 0.630 0.728 0.713
荒川区 0.709 0.623 0.751 0.945 0.829

港区 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
文京区 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

墨田区 0.725 0.615 0.743 0.976 0.828
渋谷区 0.656 0.570 0.697 0.940 0.817

目黒区 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

豊島区 0.747 0.639 0.816 0.915 0.783
新宿区 0.641 0.595 0.669 0.958 0.889

　平均 0.728 0.668 0.778 0.930 0.846

y S効率値 : ëÉ= íÉÄ 1
üV É

Å
†

mX
i=1

sÉxi
xio

+
sX
i=1

sÉyi
yio

!
z T効率値 :

úÉ=

†
íÉÄ 1

m

mX
i=1

sÉxi
xio

!,†
1 +

1
s

sX
i=1

sÉyi
yio

!
また、D効率値は数値誤差を避けるためにウェイト

の最小値はすべて 0として計算した。したがって、D

効率値は入力の一律削減率に等しい。

表3で用いた基準化後のスラック
sÉxi
xio

,
sÉyi
yio

と üV Éの

値を表 4に示す 7 。

まず、大きな特徴として、S効率値は、T 効率値よ

りも大きくなる。S 効率値とT 効率値を比べると、中

央区と豊島区は、üVÉが入力数m や出力数 s よりも

大きく、しかも基準化後のスラックの合計が大きいた

め、差が大きくなっている。また、墨田区はスラック

の合計はあまり大きくないものの、üVÉ が 極めて大

きいため、差が出ている。一方、台東区は üV Éが m

と同じ値を示しているため、あまり差が出ていない。

次に、D効率値との比をみてみる。平均値を比べる

と、S 効率値が 0.930、T 効率値が 0.846というように、

大きな差が出ている。さらに、最小値を比べると、S

効率値が台東区の 0.728 に対し、T効率値は中央区の

0.643 となっている。これはS効率値がスラックを考慮

するときも、そのDMUにとってできるだけ有利にな

るように評価しているからである。また、T効率値は

入出力のスラックが比で影響を与えるため、入出力数

が多いとその影響がS効率値に比べて大きく出やすい

と考えられる 8 。

7効率的な DMUの üV Éの値は意味がないので、誤解を避け

るために空欄にする。
82入力 (蔵書数、職員数)、2出力の場合、D効率値に対する

S効率値の平均比は 0.955、T効率値の平均比は 0.907 とな

表 4 : 基準化後のスラック
sÉxi
xio

,
sÉyi
yio

と üV Éの値

入力項目

DMU 床面積 蔵書数 職員数 図書館費 人口

千代田区 0.000 0.077 0.000 0.164 0.000

中央区 0.542 0.475 0.076 0.000 0.000

台東区 0.175 0.000 0.059 0.143 0.104

荒川区 0.199 0.049 0.140 0.000 0.000

港区 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

文京区 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

墨田区 0.231 0.201 0.000 0.094 0.112

渋谷区 0.101 0.000 0.138 0.000 0.177

目黒区 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

豊島区 0.351 0.000 0.039 0.284 0.210

新宿区 0.143 0.000 0.055 0.047 0.128

出力項目

DMU 登録者数 貸出冊数 合計 üVÉの値

千代田区 0.000 0.155 0.397 20.30

中央区 0.000 0.354 1.446 8.96

台東区 0.376 0.000 0.857 5.00

荒川区 0.163 0.000 0.550 13.25

港区 0.000 0.000 0.000

文京区 0.000 0.000 0.000

墨田区 0.000 0.000 0.638 35.59

渋谷区 0.000 0.156 0.572 13.72

目黒区 0.000 0.000 0.000

豊島区 0.000 0.000 0.884 12.79

新宿区 0.000 0.000 0.372 13.10

4. スラックを考慮したクロス効率値

DEAにおいて、DMUの特徴を探ることやD 効率的

なDMUの順序づけなど、D効率値とは違う側面から

効率性を評価することができる別の方法として、Sex-

ton, Silkman and Hogan [5]によって提案されたク

ロス効率値 (Cross-Eéciency)がある。(24)式により、

S効率値を求めることができるので、そのときのウェ

イトを用いてクロス効率値も計算することができる。

DMU oを対象にして求められたウェイト v(3)É,u(3)É

を用いたDMU j のクロス効率値 óÉjo は (32)式で示す

ことができる。ここで、Xj 2 Rm , Yj 2 Rs はDMU j

の入力、出力値を表す。

óÉjo =
Y T
j u

(3)É
o

XT
j v

(3)É
o

(32)

(j = 1; . . . ; n and o = 1; . . . ; n)

り、差が小さくなる。



表5 : スラック調整済クロス効率値 (下線部は、S効率値を示す)

対象DMU o

千代田区 中央区 台東区 荒川区 港区 文京区 墨田区 渋谷区 目黒区 豊島区 新宿区

[ 最小値 , 最大値 ] [ 最小値 , 最大値 ] [ 最小値 , 最大値 ]

千代田区 0.333 0.289 0.196 0.272 [ 0.206 , 0.352 ] [ 0.235 , 0.352 ] 0.263 0.242 [ 0.089 , 0.352 ] 0.245 0.243

中央区 0.761 0.735 0.472 0.584 [ 0.339 , 0.885 ] [ 0.395 , 0.896 ] 0.735 0.433 [ 0.221 , 0.896 ] 0.442 0.439

台東区 0.419 0.412 0.459 0.510 [ 0.328 , 0.531 ] [ 0.274 , 0.583 ] 0.418 0.463 [ 0.331 , 0.630 ] 0.451 0.458

荒川区 0.609 0.636 0.593 0.709 [ 0.476 , 0.655 ] [ 0.477 , 0.751 ] 0.515 0.603 [ 0.432 , 0.751 ] 0.594 0.600

港区 1.000 0.905 0.604 0.620 1.000 [ 0.509 , 1.000 ] 1.000 1.000 [ 0.217 , 1.000 ] 1.000 1.000

文京区 1.000 1.000 0.716 1.000 [ 0.699 , 1.000 ] 1.000 0.742 0.881 [ 0.464 , 1.000 ] 0.873 0.879

墨田区 0.655 0.630 0.603 0.620 [ 0.440 , 0.743 ] [ 0.453 , 0.672 ] 0.725 0.560 [ 0.502 , 0.743 ] 0.563 0.563

渋谷区 0.533 0.522 0.452 0.401 [ 0.481 , 0.697 ] [ 0.306 , 0.610 ] 0.563 0.656 [ 0.234 , 0.697 ] 0.654 0.653
目黒区 1.000 1.000 1.000 1.000 [ 0.810 , 1.000 ] [ 0.718 , 1.000 ] 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

豊島区 0.652 0.611 0.620 0.606 [ 0.537 , 0.816 ] [ 0.436 , 0.749 ] 0.754 0.754 [ 0.452 , 0.816 ] 0.747 0.751

新宿区 0.568 0.543 0.483 0.477 [ 0.499 , 0.669 ] [ 0.380 , 0.631 ] 0.610 0.643 [ 0.272 , 0.669 ] 0.638 0.641

　

このクロス効率値をスラック調整済クロス効率値

(Slack Adjusted Cross-Eéciency) と呼ぶ。3.節のデー

タを用いたスラック調整済クロス効率値の数値例を表

5 に示す。ここで、港区、文京区、目黒区は効率的に

なるので、通常のクロス効率値と同様に一意に決まら

ない。しかし、スラックがないので、枇々木 [2, 3]の修

正クロス効率値と同じになる。効率的な 3区に対して

は修正クロス効率値の最小値と最大値を示す。

従来のクロス効率値はスラックを考慮しないD効率

値が対角要素となるため、それがクロス効率値の中

で最大になるが、スラック調整済クロス効率値では、

必ずしも対角要素 (S効率値)が最大になるとは言えな

い。さらに、S効率値は必ずD 効率値よりも小さいか

同じであるが、スラック調整済クロス効率値は従来の

クロス効率値よりも小さいとは限らない。

ところで、スラック調整済クロス効率値を用いて評

価を行う場合、従来のクロス効率値の評価法 [4]をそ

のまま用いることができる。

5. おわりに

本研究では、CCRモデルで効率性を評価するため

の計算法である 2段階の線形計画問題を利用して、ス

ラックを考慮しつつ、入出力の可変ウェイト v, uとの

関連で説明することも可能な新しい効率性尺度 (S効

率値)を提案した。刀根によって、スラックを考慮した

効率値として提唱されているT効率値との比較を数

値例により行った。さらに、S効率値は可変ウェイトに

よって記述できることを利用して、スラックを考慮し

たクロス効率値も提案した。T効率値に比べ、求めら

れる効率値がウェイトも含めてDEAの定式化から十

分に説明が可能であるという特徴を持つことが有効

な点であると考えている。今後の課題として、実際の

適用例により、S効率値の妥当性を検討する必要があ

る。
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