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和文概要 Ross[11]は，リスク中立分布から投資家のリスク選好を決定して，実分布を推定する定理とし
て Recovery Theorem(RT)を導いた．状態価格の均一性を仮定し，RTを適用することでオプション価格に内
包された forward lookingな実分布を推定できる．しかし，推定の過程で非適切問題が出現するため，得られ
る推定値は不安定であることが知られている．Kiriu and Hibiki[8]は先験情報としてオプション価格から推定
したリスク中立分布を与えて解を安定化して問題を解く方法を提案し，仮想データを用いた数値分析によって
その有効性を示した．近年，状態価格の均一性を仮定せずに実分布を推定することを可能にした Generalized

Recovery Theorem(GRT)が Jensen et al.[6]によって導かれた．GRTを用いた推定の過程でも RTの場合と
同様に非適切問題が出現する．そこで，本研究では実分布に関する先験情報を与えて解を安定化する推定方法
を提案する．先験情報として与える分布は任意であるため，様々な設定方法が考えられるが，実務的に使いや
すい方法を示す．さらに，Kiriu and Hibiki[8]と同様に先験情報としてオプション価格から推定したリスク中
立分布を与えた場合において，提案方法の特徴を仮想データを用いた数値分析を通して検証する．

1 研究の背景と目的
市場リスク管理や最適資産配分問題といった金融の諸問題について考える場合，金融資産の収益

率分布をインプットとして問題を解く必要がある．収益率分布の推定方法としては過去の収益率デー
タをもとに推定する方法が一般的であり，実務でもよく用いられている．しかし，この方法は過去
のデータに依存してしまう backward lookingな推定方法である．推定時点のデータを用いて推定し
た forward lookingな収益率分布を用いることが望ましい．
ヨーロピアン・オプション（以下，オプション）は，満期日において原資産を予め取り決められた権

利行使価格で売買する権利を表す金融派生商品である．このような商品特性から，オプション価格に
は，原資産の価格変動に関する市場参加者の予想が内包されている．市場が完備であるという仮定の
下では，オプション価格からリスク中立分布を導出することができる (Breeden and Litzenberger[4])．
しかし，オプション価格から直接計算された分布は，リスク中立確率測度における分布であり，実測
度の分布とは一般には一致しない．したがって，金融の諸問題へ応用する場合には，投資家のリス
ク選好を考慮して，リスク中立分布を実分布へ調整（リスク調整）する必要がある．

Ross[11]は，時間分離可能な効用 (time-separable utility)を持つ代表的投資家の存在を仮定する
ことで，リスク中立分布から投資家のリスク選好を一意に決定して，実分布にリスク調整する定理と
してRecovery Theorem(以降，RT)を導いた．状態価格の均一性 (time-homogeneity)を仮定し，RT

を適用することでオプション価格に内包された forward lookingな実分布を推定できる．しかし，推
定の過程で非適切問題が出現するため，得られる推定値は不安定であることが知られている．Kiriu

and Hibiki[8]はAudrino et al.[1]のTikhonov正則化を用いた推定方法を拡張して，先験情報として
オプション価格から推定したリスク中立分布を与えて解を安定化して実分布を推定する方法を提案
した．さらに，仮想データを用いた数値分析によってその有効性を示している．
近年，状態価格の均一性を必要としない形にRTを一般化したGeneralized Recovery Theorem(以

降，GRT)が Jensen et al.[6]によって導かれた. GRTを用いて実分布を推定することで，RTを用
いて実分布を推定する場合と比較して状態価格の均一性を仮定して推定することに起因するバイア
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スが解消されることが期待される 1．さらに Jensen et al.[6]は投資家のリスク選好に関してパラメ
トリックな仮定を置いた場合でもGRTを適用可能であることを示し，S&P500オプションから推定
した実分布から計算した期待リターンの将来リターンの予測可能性について検証している．
本研究では，GRTを用いた実分布の推定方法について議論する．まず，RTの場合と同様にGRT

を用いた推定の過程でも非適切問題が出現するため，従来の推定方法では実分布を精度良く推定す
ることが困難であることを示す．そして，実分布に関する先験情報を与えて解を安定化する推定方
法を提案する．先験情報として与える分布は任意であるため，様々な設定方法が考えられるが，実
務的に使いやすい方法を示す．さらに，Kiriu and Hibiki[8]と同様に先験情報としてオプション価格
から推定したリスク中立分布を与えた場合において，仮想データを用いた数値分析によって以下の
点について検証する．

1. 提案法は設定した先験情報に比べて精度の高い実分布の推定値を得られるか

2. 提案法は従来の推定方法に比べて精度の高い実分布の推定値を得られるか
本稿の構成は以下の通りである．2節では，Jensen et al.[6]の導いたGRTについて説明する．3節

では，GRTを用いてオプション価格から実分布を推定する新たな方法について提案する. また，先
験情報の設定方法について議論する．4節では，仮想データを用いた実分布の推定精度に関する数値
分析の方法と結果および考察を示す．最後に，5節で結論と今後の課題について述べる．

2 Generalized Recovery Theorem (Jensen et al.[6])

本節では，Jensen et al.[6]の導出したGRTの概要を簡潔に説明する．GRTは離散時間有限状態
空間多期間モデルの枠組みで導かれた定理である．市場は完備で裁定機会は存在しないものとし，市
場の状態 s(= 1, . . . , s0, . . . , S)をオプションの原資産の現在の状態 s0からのリターン rsによって定
義する．すなわち，rs0 = 0%である．状態 s0から時点 τ(= 1, . . . , T )の状態 sへの推移に関する状
態価格を πτ,s,リスク中立確率を qτ,s,実確率を pτ,s,プライシング・カーネルをmτ,sとし，それぞれ
を T × Sの行列形式で表現したものをΠ,Q,P ,M とする．状態価格Πはオプション市場価格から
推定することができるため，既知とする．リスク中立確率 qτ,sと状態価格 πτ,sとの間には以下の関
係が成り立つため，qτ,sは πτ,sを用いて計算することができる．

qτ,s =
πτ,s∑S
k=1 πτ,k

(τ = 1, . . . , T ; s = 1, · · · , S) (2.1)

一方で状態価格 πτ,s,プライシング・カーネルmτ,s,実確率 pτ,sの間には式 (2.2)の関係が成り立つ．

πτ,s = mτ,spτ,s (τ = 1, . . . , T ; s = 1, · · · , S) (2.2)

このため，実確率 pτ,sを決定するには，状態価格 πτ,sだけではなくプライシング・カーネルmτ,sの
情報が必要である．

GRTは時間分離可能な効用を持つ代表的投資家の存在を仮定して，状態価格からプライシング・
カーネルおよび実確率を復元する．この仮定の下では，主観的割引係数 δ ∈ (0, 1]と状態 sにおける
限界効用 us > 0を用いて，プライシング・カーネルmτ,sを式 (2.3)のように記述できる．なお，hs
は状態 s0における限界効用が 1となるように正規化した限界効用である．

mτ,s = δτ
(

us
us0

)
= δτhs　 (τ = 1, . . . , T ; s = 1, . . . , S) (2.3)

式 (2.2)に対して式 (2.3)を代入することで次の式を得る．

πτ,s = δτpτ,shs 　 (τ = 1, . . . , T ; s = 1, . . . , S) (2.4)

1状態価格の均一性が成立している場合，GRTの解は RTの解と一致する．
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ここで，正規化した限界効用を対角要素に持つ S × S の対角行列をH =diag(h1, h2, . . . , hS), 満期
τ における主観的割引係数を対角要素に持つ T × T の対角行列をD =diag(δ, δ2, . . . , δT )と定義する
と，式 (2.4)は式 (2.5)のように行列表現できる．

Π = DPH (2.5)

P は確率行列であることから，eを単位行列としてPe = eが成り立つ．式 (2.5)の両辺に右側から
H−1eを掛けることで

ΠH−1e = DPe = De (2.6)

すなわち

π1,1 · · · π1,S
...

. . .
...

πT,1 · · · πT,S





h−1
1
...

h−1
s0−1

1

h−1
s0+1
...

h−1
S


=

 δ
...

δT

 (2.7)

が成り立つ．式 (2.7)において，T 本の方程式に対して，未知変数は δ, h−1
1 , . . . , h−1

s0−1, h
−1
s0+1, . . . , h

−1
S

の S個であるため，S ≤ T の場合に，解を計算することができ，式 (2.7)の両辺の差が小さくなるよ
うに δ, h−1

1 , . . . , h−1
s0−1, h

−1
s0+1, . . . , h

−1
S を推定すればよい．次に，この式をより問題が解きやすい形に

変形する．式 (2.7)は，右辺の主観的割引係数 δτ を除けば，線形式である．そこで，δτ を δ = δ0で
テーラー展開し，1次近似する．

δτ ≈ aτ + bτδ (τ = 1, . . . , T ) (2.8)

aτ = −(τ − 1)δτ0 (τ = 1, . . . , T ) (2.9)

bτ = τδτ−1
0 (τ = 1, . . . , T ) (2.10)

式 (2.8)を式 (2.7)に代入し整理すると，

−b1 π1,1 · · · π1,s0−1 π1,s0+1 · · · π1,S
...

...
. . .

...
...

. . .
...

−bT πT,1 · · · πT,s0−1 πT,s0+1 · · · πT,S





δ

h−1
1
...

h−1
s0−1

h−1
s0+1
...

h−1
S


=

a1 − π1,s0
...

aT − πT,s0

 (2.11)

を得る．さらに，この式を行列B,ベクトル hδ,aπ を用いて置き換えると，

Bhδ = aπ (2.12)

となる．主観的割引係数と限界効用に関する制約式の下で式 (2.12)の両辺の差を小さくするように
未知変数 δ, h−1

1 , . . . , h−1
s0−1, h

−1
s0+1, . . . , h

−1
S を推定する．具体的には以下の問題を解けばよい．

min
hδ

||Bhδ − aπ||22 (2.13)

subject to 0 < δ ≤ 1 (2.14)

h−1
s > 0 (s = 1, . . . , s0 − 1, s0 + 1, . . . , S) (2.15)
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この問題は有効制約法などのアルゴリズムを用いて求解することができる．
最後に式 (2.4)を pτ,sについて解いて，式 (2.13)-(2.15)の解を代入することで，実確率 pτ,sを

pτ,s =
1

δτ
h−1
s πτ,s (τ = 1, . . . , T ; s = 1, . . . , S) (2.16)

のように計算することができる．

3 推定方法
本節ではGRTを用いてオプション価格から実確率行列 P を推定する具体的な方法論について議

論する．3.1節でオプション価格から状態価格行列Πを推定する方法について簡単に説明する．3.2

節ではGRTを用いて状態価格から実確率を推定する際に出現する，非適切問題について述べる．3.3

節では事前に実分布に関する先験情報を与えることで分布を安定的に推定するための方法を提案す
る．3.4節では提案法における先験情報の設定方法の例を示す．これ以降では S ≤ T の関係が満たさ
れているものとして議論を進める．

3.1 状態価格の推定

状態価格行列Πの推定にはBreeden and Litzenberger[4]の導いたオプション価格と状態価格の関
係式を用いればよい．満期 τ と行使価格 kに関する状態価格関数 π(τ, k)はコールオプション価格関
数 c(τ, k)を用いて次のように表すことができる．

π(τ, k) =
∂2c(τ, k)

∂k2
(τ = 1, . . . , T ) (3.1)

これは連続分布として得られた状態価格なので数値積分などの方法を用いて離散化して状態 sに対
応する行使価格 ksにおける状態価格 πτ,sを計算すればよい 2．ただし，4節の数値分析では仮想デー
タを用いることで状態価格の推定方法の影響を排除して分析を行う．

3.2 実分布の推定と非適切問題

紙面の都合上詳細は省略するが，2000年 1月から 2016年 8月までの S&P500の月次のオプショ
ン価格から S = 21, T = 21として状態価格行列Πを推定し，行列 B の条件数を計算すると平均
5.0× 107と非常に大きな値をとっていた 3．推定した状態価格行列から従来の方法 (式 (2.13)-(2.15))

で計算した実分布は大きく歪んでおり，安定的な解を得ることはできなかった．さらに，4節で説明
する仮想データを用いた場合でも実際のデータを用いた場合と同様に行列Bの条件数は大きな値を
とり，推定した実分布には歪みが見られた 4．これらのことから，式 (2.13)-(2.15)の最適化問題は非
適切問題になっているといえる．非適切問題とは方程式の独立性が低いためにその解の安定性が低
く，解がノイズによって大きく変化してしまうという悪い性質をもった問題のことをいう．非適切問
題において精度の良い推定値を得ることは一般に難しい．

3.3 先験情報を利用した実分布の推定法

本研究では実分布（実確率行列）に関して事前に期待される情報（先験情報）を設定して非適切問題
の解を求めることで，実分布を安定的に推定するための方法を提案する．ζをフィッティングと解の安
定性のトレードオフ関係をコントロールする正則化パラメータ，δ̄, h̄−1

s (s = 1, . . . , s0−1, s0+1, . . . , S)

をそれぞれ，主観的割引係数と限界効用に関する先験情報とする．提案法では以下の最適化問題を

2より精緻に状態価格を推定する方法として混合対数正規分布を仮定する方法 (Melick and Thomas[10]),平滑化スプ
ラインによる方法 (Bliss and Panigirtzoglou[2], 霧生・枇々木 [7]),ニューラルネットワークによる方法 (Ludwig[9])など
多くの方法が提案されている．

3δ0 = 0.9992(δ120 = 0.99)と設定して条件数を計算した．ただし，δ0 の設定による条件数の変化はわずかであった．
4具体的な例を 4.3節で示す．
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解くことで hδ を推定する．

min
hδ

||Bhδ − aπ||22 + ζ

(δ − δ̄

δ̄

)2

+

S∑
s=1,s ̸=s0

(
h−1
s − h̄−1

s

h̄−1
s

)2
 (3.2)

subject to 0 < δ ≤ 1 (3.3)

h−1
s > 0 (s = 1, . . . , s0 − 1, s0 + 1, . . . , S) (3.4)

式 (3.2)の第 1項がもとの問題の目的関数，第 2項が推定値と先験情報の間のずれに関するペナル
ティ項であり，正則化項と呼ばれる 5．定式化上は実分布ではなく投資家のリスク選好に関して先験
情報を設定するが，式 (2.4)の関係より，δ̄, h̄−1

s (s = 1, . . . , s0 − 1, s0 +1, . . . , S)を所与とした場合の
実分布に関する先験情報 p̄τ,sは次のように計算できる．

p̄τ,s =
πτ,s

δ̄τ h̄s
(τ = 1, . . . , T ; s = 1, . . . , s0 − 1, s0 + 1, . . . , S) (3.6)

このことから，提案法は実確率行列に対する先験情報を与えて問題を解く方法とみなすことができる．
Kiriu and Hibiki[8]でもRTを用いた実分布推定の過程で出現する非適切問題に対して，元の目的

関数値に先験情報を考慮して正則化項を加える方法を提案しているが，問題の構造上の制約からそ
こで設定可能な先験情報はオプション価格から推定したリスク中立分布に限られていた．一方で，本
研究で提案する方法では先験情報として与える分布は任意であり，Kiriu and Hibiki[8]の推定方法を
一般化した方法になっている．GRTはRTを状態価格の均一性の仮定に関して一般化した定理であ
ることから，本研究で提案するGRTを用いた実分布の推定方法は状態価格の均一性の仮定と先験情
報の 2つの観点から Kiriu and Hibiki[8]の RTを用いた実分布の推定方法を一般化した推定方法で
あるといえる．

3.4 提案法における先験情報の設定方法

提案法で設定する先験情報は主観的割引係数に関する情報 (δ̄)と限界効用に関する情報 (h̄s)の 2

つに分けられ，その設定方法は任意であり各々の想定する値を設定すればよい．ここでは実務的に
使いやすいと考えられる先験情報の設定方法の例を主観的割引係数に関して 1通り，限界効用に関
して 3通り示す．

3.4.1 主観的割引係数に関する先験情報の設定

主観的割引係数に関する先験情報の設定方法としてオプションから推定した状態価格にインプラ
イドされている無リスク（客観的）割引係数を用いる方法が考えられる．状態価格の和は無リスク
割引係数に一致することから，

min
δ̄

T∑
τ=1

(
δ̄τ −

S∑
s=1

πτ,s

)2

(3.7)

を解いて δ̄を設定すればよい．理論的には主観的割引係数と無リスク割引係数は一致するとは限ら
ない 6が，近い値をとることを想定して先験情報として設定する．また，テーラー展開の展開位置
δ0もこの方法で設定することができる．

5δ と h−1
s は値の水準が異なるため，目的関数としては

min
hδ

||Bhδ − aπ||22 + ζ1
(
δ − δ̄

)2
+ ζ2

S∑
s=1,s̸=s0

(
h−1
s − h̄−1

s

)2
(3.5)

のように 2つの正則化項を置く方法も考えられる．しかし，正則化パラメータが 2つになると分析が煩雑になることから
本稿では簡便な方法として相対誤差の和に対してペナルティをかけて数値分析を行った．式 (3.5)の定式化の場合に関し
て分析を行うことは今後の課題である．

6投資家の効用がリスク中立的である場合，主観的割引係数と無リスク割引係数は一致する．
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3.4.2 限界効用に関する先験情報の設定

(1) リスク中立分布の利用
限界効用に関する先験情報を設定する 1つ目の方法はKiriu and Hibiki[8]のように実分布に関す

る先験情報としてオプションから推定したリスク中立分布を用いる方法である．GRTはリスク中立
分布から実分布にリスク調整する定理である．このため，リスク中立分布を用いて解を安定化して実
分布を推定することは方法論として自然であると考える．実分布に関する先験情報としてリスク中立
分布を用いる場合には限界効用に関して h−1

s = 1(s = 1, . . . , s0− 1, s0+1, . . . , S)と設定すればよい．
(2) 時系列データの利用

2つ目の方法は，オプション価格とその原資産価格に関する時系列データを利用して投資家のリス
ク選好を推定し，その推定値を先験情報として利用する方法である．例えば，Shackleton et al.[12]

はリスク中立分布の分布関数Q(x)と実分布の分布関数 P (x)の間の関係をキャリブレーション関数
C(x)を用いて次のように表している．

P (x) = C(Q(x)) (3.8)

そして，オプション価格から推定したリスク中立分布とその実現値の組に関する時系列データから
カーネル密度推定法を用いてこの関数C(x)をノンパラメトリックに推定している．このとき限界効
用は hs = C ′(Q(s))(s = 1, . . . , s0 − 1, s0 + 1, . . . , S)と表すことができるため，この値を提案法の先
験情報として利用して実分布を推定すればよい．この他にも時系列データを利用して投資家のリス
ク選好を推定している研究として，Jackwerth[5]やBliss and Panigirtzoglou[3]など数多くの論文が
存在するのでこうした方法が一段階目の推定方法として利用可能である．
この方法は時系列データから投資家のリスク選好に関する期間平均値を推定し，2段階目でその推

定値を利用して解を安定化して forward lookingに実分布を推定する方法であると解釈することがで
きる．投資家のリスク選好が時点ごとにそれほど大きく変化しないのであれば，1段階目で推定され
る投資家のリスク選好の推定値の精度が高くなることが期待されるため，このような状況で有効な
方法であると思われる．
(3) パラメトリックGRT

3つ目の方法はまず，投資家の効用関数形にパラメトリックな仮定を置いてGRTを適用して投資
家のリスク選好を推定し，推定値を先験情報として用いて提案法でノンパラメトリックに実分布の
推定を行う方法である．ここでは具体例として 1段階目の推定で投資家の効用関数にCRRA型効用
を想定して推定を行う場合の手順について説明する．CRRA型効用を想定する場合，限界効用を相
対的リスク回避度 γRを用いて h−1

s = (1 + rs)
γR(s = 1, . . . , s0 − 1, s0 + 1, . . . , S)と表すことができ

る．この式を式 (2.11)に代入することで，解くべき最適化問題の変数は δ, γRの 2つのみとなる．こ
うして推定した値を提案法の先験情報に設定して最適化問題 (式 (3.2)-(3.4))を解くことで実分布を
推定する．
この方法では 1段階目の最適化問題でパラメトリックな仮定を置き，投資家のリスク選好に関す

る大まかな形状を求めた後に，2段階目でパラメトリックに推定した情報を利用して解を安定化する
ことで，より精度良くノンパラメトリックに推定値を求めることを狙った方法である．2つ目の方法
である時系列データを用いる方法と比較すると，この方法は推定時点のオプション価格データのみ
から実分布を推定することができるため，投資家のリスク選好が時点ごとに大きく変化するような
状況においても有効な方法であると考えられる．

4 数値分析
本節では，提案法の特徴および有効性を明らかにするために仮想データとして与えた実分布の実

確率行列 PH とノイズが含まれるデータから推定した実分布の実確率行列 PN を比較することで，
推定精度について分析する．図 1に分析の概要を示す．
仮想データを用いて分析を行うのは，オプションの市場データを用いた場合，真の実分布の実確

率行列 PH が分からないために推定精度の評価を行うことが困難なためである．提案法における先
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図 1: 仮想データを用いた分析の概要

験情報の設定は 3.4節で説明した方法を用いるが，簡単のため本稿では，限界効用の先験情報の設定
に関してはリスク中立分布を用いる方法のみを検証する．時系列データを用いる方法やパラメトリッ
クGRTによる方法で限界効用に関する先験情報を設定した場合の分析は今後の課題である．

4.1 分析の手順

仮想データを用いた分析の具体的な手順を以下に示す．
1. 仮想的な実確率行列 PH と割引係数 δH ,限界効用 hHs (s = 1, . . . , S)を与える．これらの仮想
データの具体的な設定方法については 4.2.3項で説明する

2. PH , δH , hHs から式 (2.4)を用いて状態価格行列ΠH を計算する．

3. 以下の式からΠH にノイズを加えた状態価格行列ΠN を生成する．

πN
τ,s = πH

τ,s(1 + σeτ,s) (τ = 1, · · · , T ; s = 1, . . . , S) (4.1)

ここで σはノイズの大きさを表すパラメータであり，eτ,sは標準正規分布に従うと仮定する．

4. GRTをΠN に適用 (従来の方法あるいは提案法)することで，実確率行列の推定値PE ,主観的
割引係数の推定値 δE ,限界効用の推定値 hEs (s = 1, . . . , S)を得る．

5. 真の実分布として仮想的に与えた実確率行列PH と推定された実確率行列PEの差異を計測す
ることで，推定精度を評価する．具体的な評価指標については 4.2.2項で述べる．

4.2 分析の設定

4.2.1 状態および期間の設定

状態数を 31とし各状態 sに対応するリターン rsを，0%を中心として 3%刻みに設定する．このと
き，r1 = −45%, rs0 = r16 = 0%, r31 = 45%となる．簡単のため，期間数は状態数と等しくなるよう
に T = S = 31と設定する 7．

4.2.2 推定精度の評価指標

推定精度は，2つの確率分布間の差異を評価する尺度である Kullback-Leibler(KL)情報量を用い
て評価する．本稿では，仮想的に与えた実分布 PH に対する推定された実分布 PE の KL情報量
DKL(P

E∥PH)を評価指標とする．DKL(P
E∥PH)は，式 (4.2)のように定義される 8．

DKL(P
E∥PH) =

T∑
τ=1

S∑
s=1

pEτ,s ln

(
pEτ,s
pHτ,s

)
(4.2)

乱数が結果に及ぼす影響を軽減するため，異なる 100セットの乱数の組を用いて分析をおこなった．
以降ではリスク調整前の分布であるリスク中立分布のKL情報量DKL(Q

E∥PH)で基準化した，KL

情報量DKL(P
E∥PH)の平均値を示す．

7実際のデータから状態価格行列Πを推定する場合にはオプションの満期数が期間数 T に対応することから T は市場
で取引されているオプションの満期数よりも小さくせざるをえないため，状態数の設定の仕方によっては S < T となるこ
とも考えられる．ただし，Audrino et al.[1]はオプションの満期に関してデータを補間することで S < T となることを避
けてΠを推定している．このような方法を用いることを想定すれば T = S と設定して分析することは非現実的ではない．

8真の分布と推定された分布が完全に一致する場合には，DKL(P
E∥PH) = 0となる．分母や真数が 0になることを防

ぐために，PE ,QE ,PH の各成分に非常に小さな値 (10−20)を加えて KL情報量を算出したが，この操作が結果に与える
影響はほとんどないことを確認している．
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4.2.3 仮想データ

仮想データは一期間の長さを 30日と想定して作成する．
(1) 主観的割引係数と限界効用
主観的割引係数は年あたりの割引係数が 0.99となることを想定して δH = (0.99)

1
12 = 0.9992と設

定する．また，限界効用は代表的投資家が相対的リスク回避度 γR = 3の CRRA型効用を持つと想
定して設定する．このとき，限界効用は hHs = (1 + rs)

−γR と表すことができる 9．
(2) 実確率行列
実確率行列 PH は S&P500のヒストリカルデータを基に作成する．使用するヒストリカルデータ

の期間は 1950年 1月 3日から 2016年 12月 30日までである．初めに，ある基準日を設定し，その
基準日から 30日,60日,· · · ,930日ごとのリターンを計測する．次に，各リターンを設定した状態に割
り当てて，状態推移の回数をカウントした行列を作成する．ただし，−43.5%以下 (43.5%以上)の
リターンについては全て状態 1(状態 31)に割り当てる．そして，基準日を 1950年 1月 3日から日次
でロールして同じように状態推移回数をカウントした行列を作成する．最後に，状態推移回数をカ
ウントした全ての行列を足し合わせて作成した期間中の全ての状態推移の回数をカウントした行列
に対して，各成分をそれぞれの行和で割って基準化して確率行列にした行列を仮想的な真の実分布
PH として設定する．

4.2.4 比較対象

本研究では表 1に示す 4通りの分布について仮想的に設定した真の実分布 PH に対するKL情報
量を比較することで提案方法の特徴および有効性について検証する．

表 1: 比較対象

比較対象 説明
リスク中立 リスク調整前の分布：提案法（リスク中立分布）の先験情報
従来の方法 従来の方法で推定した実分布
提案法（リスク中立分布） 提案法で先験情報としてリスク中立分布を与えて推定した実分布
提案法（完全先験情報） 提案法で先験情報として完全に正しい情報を与えて推定した実分布

このうち，「リスク中立」は式 (4.2)において「提案法（リスク中立分布）」で先験情報として与え
るリスク中立分布QEをPEの代わりに用いてKL情報量を計算した場合である．QEはノイズを加
えた状態価格行列ΠN から式 (2.1)を用いて計算する．また，「提案法（完全先験情報）」は提案法に
おいて仮想データとして与えた δH , hHs (s = 1, . . . , S)を先験情報として設定した場合である．完全
に正しい先験情報のもとで推定を行うため，正則化パラメータ ζ を大きくするにつれて KL情報量
は 0に漸近していくことが期待される．実際にオプションデータから推定する際には，正しい先験
情報は未知であるためこの方法を用いることはできないが，最も良い先験情報を与えた場合の提案
法の特徴について確認するために比較対象に加える．
「提案法（リスク中立分布）」と「リスク中立」のKL情報量を比較することによって，提案法は

設定した先験情報であるリスク中立分布よりも精度の高い実分布の推定値を得られるかどうかにつ
いて検証する．また，「提案法（リスク中立分布）」と「従来の方法」のKL情報量を比較することで
提案法は従来の推定方法に比べて精度の高い実分布を得られるかどうかについて検証する．

4.3 推定された分布の例

推定された分布の具体例としてある特定の乱数セットを用いた場合においてノイズの大きさを
σ = 1%として作成したΠN から推定した τ = 3(90日後)における実分布を図 2に示す．図 2(a)が
従来の方法で推定した実分布である．GRTによるリスク調整によって精度良い解が得られるならば，
リスク調整前の分布（リスク中立分布）よりも真の実分布に近い推定値が得られることが期待され

9Bliss and Panigirtzoglou[3]は投資家の効用に CRRA型効用を仮定し，S&P500のオプションデータとヒストリカル
データを組み合わせて 1993年から 2010年までのリスク回避度を月次で推定している．推定されたリスク回避度の推定値
は用いるオプションの満期までの期間によって異なっていたが，最小で 3.37，最大で 9.52であったことから基本分析で
用いるリスク回避度を γR = 3と設定し，4.5節のロバスト性の検証で用いるリスク回避度を γR = 10と設定した．
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る．しかし，従来の方法で推定された分布に大きな歪みが発生し，真の実分布から大きくずれてい
る．これは推定の際に非適切問題を解く必要があり，推定値がノイズの影響を大きく受けてしまうた
めである．図 2(b)が提案法でリスク中立分布を先験情報として与え，正則化パラメータを ζ = 10−6

と設定して推定した実分布である．提案法を用いた場合には式 (3.2)の第 2項によってノイズの影響
を抑えることで真の実分布に近い推定値が得られていることがわかる．
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(b) 提案法（リスク中立）

図 2: 推定された実分布（σ = 1%）

4.4 基本分析

各比較対象において仮想データに加えるノイズを σ = 1%, 5%のそれぞれに設定した場合の正則化
パラメータ ζ(= 10−12, 10−11.6, . . . , 102)とKL情報量の関係を図 3に示す．グラフが下側にあるほど
KL情報量が小さく，推定精度が高いことを表している．提案法（リスク中立）と提案法（完全先験
情報）で推定される解は ζ = 0の場合に従来の方法で推定される解に一致するため，ζを小さくする
につれて提案法（リスク中立）と提案法（完全先験情報）のKL情報量は「従来の方法」のKL情報
量に漸近する．また，提案法（リスク中立）において ζ = ∞とした場合に推定される分布はリスク
中立分布に一致するため，ζを大きくするにつれて提案法（リスク中立）のKL情報量はリスク中立
分布のKL情報量に漸近していく．提案法（完全先験情報）で推定される分布は ζ = ∞の場合に真
の実分布ΠH に一致するため，ζを大きくするにつれて提案法（完全先験情報）のKL情報量は 0に
漸近する．
まず，図 3(a)の σ = 1%の場合について考察する．提案法（リスク中立）のKL情報量は ζ がお

よそ 10−9から 10−3までの範囲では従来の方法とリスク中立分布の KL情報量を下回っており，こ
の範囲では提案法は従来の方法や先験情報として設定したリスク中立分布と比較して推定精度が向
上していることがわかる．特に ζ = 10−6の場合にKL情報量は最小の値 0.631をとり，この場合に
最も推定精度が高くなる．
続いて，図 3(b)の σ = 5%の場合について考察する．σ = 1%と比べてノイズの影響が大きくな

るため，従来の方法で推定した場合の KL情報量はリスク中立分布の KL情報量に比べて大きくな
り，GRTを用いたリスク調整によって推定精度が低下している．しかし，この場合でも提案法（リ
スク中立）で推定した実分布の最小のKL情報量はリスク中立分布のKL情報量に比較して小さく，
提案法（リスク中立）が推定精度を向上するために有効である．ただし，提案法（リスク中立）の
KL情報量を下回る ζの範囲はおよそ 10−4から 10−2までと σ = 1%の場合と比較して狭かった．こ
のため，ノイズの影響が大きい場合には適切な ζ の選択が特に重要であると考えられる．

4.5 ロバスト性の検証

本節では，仮想データを変更して分析を行うことによって基本分析で得られた結果のロバスト性
を検証する．図 4に仮想データとして与える主観的割引係数を δH = 0.99から δH = 0.95に変更し
た場合の結果を示す．基本分析と同様の傾向が見られており，提案法（リスク中立）を用いることで
従来の方法やリスク中立分布に比較して精度の良い推定値を得ることが可能である．
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(a) σ = 1% (b) σ = 5%

図 3: 基本ケース：正則化パラメータとKL情報量の関係

図 5は仮想データとして与える限界効用に関して想定するCRRA型効用の相対的リスク回避度を
γR = 3から γR = 10に変更した場合の結果である．この場合には基本分析の場合と異なり，ノイズ
の大きさに関わらずリスク中立分布に比べて従来の方法で推定した分布の推定精度が高く，従来の
推定法でもGRTを用いたリスク調整により推定精度が向上していた．しかし，このような場合でも
σ = 1%の場合における提案法（リスク中立）の最小の KL情報量 0.060(ζ = 10−8.8)は従来の方法
のKL情報量 0.076と比較して小さいことから提案法を用いることでさらに精度の高い解を得ること
が可能である．ただし，ノイズが大きい σ = 5%の場合には提案法（リスク中立）のKL情報量は従
来の方法を下回ることができず，精度の高い結果を得ることができなかった．
図 6は仮想データとして与える限界効用を CRRA型効用関数から，絶対的リスク回避度 γA = 3

の CARA型効用関数に変更した場合の結果である．σ = 1%の場合には，従来の方法で推定した実
分布のKL情報量はリスク中立分布のKL情報量と比べて大きくなるが，提案法（リスク中立）を用
いることで従来の方法やリスク中立分布に比較して精度の良い推定値を得ることが可能である．し
かし，σ = 5%の場合の提案法（リスク中立）のKL情報量は先験情報であるリスク中立分布を下回
ることができず，精度の高い結果を得ることができなかった．
図 7は仮想データとして与える実確率行列 PH を S&P500のヒストリカルデータの代わりに日経

225の同期間のデータを用いて作成した場合の結果である．この場合には基本分析の場合と異なり，
ノイズの大きさに関わらずリスク中立分布に比べて従来の方法で推定した分布の推定精度が高く，従
来の推定法でもGRTを用いたリスク調整により推定精度が向上していた．しかし，このような場合
でも提案法（リスク中立）を用いることで従来の方法やリスク中立分布に比較して精度の良い推定
値を得ることが可能であった．ただし，σ = 1%のような従来の方法の推定精度がリスク中立分布よ
りも大きく改善している場合は，提案法（リスク中立）が従来方法のKL情報量を下回る ζの範囲は
およそ 10−8から 10−6までと狭く，下回る量もわずかであった．
今回の分析結果から提案法（リスク中立）を用いた場合には従来の方法や先験情報として与えた

リスク中立分布に比べて精度の良い解を推定できる傾向にあった．しかし，仮想データの設定によっ
ては先験情報として与えたリスク中立分布や従来の方法と比べて推定精度が向上しない場合もあり，
ロバスト性があるとはいえなかった．このため，目的関数や先験情報の設定方法を改良し，検証を
行う必要があるが，それらは今後の課題としたい．

4.6 先験情報に関する感度分析

本節では，σ = 1%の場合において提案法で設定する先験情報を変化させて先験情報の設定が推定
精度に与える影響について分析する．
図 8(a)は，基本分析と同様に式 (3.7)を用いて限界効用を先験情報として設定し，年あたりの主

観的割引係数を δ̄12 = 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 1.00と変化させた場合の KL情報量を表している．δ̄を
変化させても推定される KL情報量はほとんど変わらないことから，主観的割引係数に関する先験
情報が推定精度に与える影響は小さいと考えられる．
次に，限界効用に関する先験情報を変更して実分布を推定した場合について分析する．先験情

報として与える限界効用を CRRA 型効用を想定した場合に限定し，そのリスク回避度を γR =
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(a) σ = 1% (b) σ = 5%

図 4: ロバスト性の検証：δ = 0.95

(a) σ = 1% (b) σ = 5%

図 5: ロバスト性の検証：γR = 10

(a) σ = 1% (b) σ = 5%

図 6: ロバスト性の検証：CARA型効用

(a) σ = 1% (b) σ = 5%

図 7: ロバスト性の検証：日経 225

−6,−3, 0, 3, 6, 9と変化させた場合について分析する．γR = 0の場合が「提案法（リスク中立）」，
γR = 3の場合が「提案法（完全先験情報）」に対応する．分析結果を図 8(b)に示す．まず，先験情
報として設定するリスク回避度が真のリスク回避度 (γR = 3)よりも小さい場合 (γR = −3, 0)の最小
のKL情報量を比較すると γR = −3の場合に比べて γR = 0の推定精度が高く，リスク回避度が大き
い場合 (γR = 6, 9)の最小のKL情報量を比較すると γR = 9の場合に比べて γR = 6の推定精度が高
い．このことから先験情報として設定したリスク回避度が真のリスク回避度に近いほど精度の良い
解が得られる傾向にあることがわかった．しかし，最小のKL情報量に対応する正則化パラメータ ζ

は先験情報として設定した γRによって異なっており，明確な特徴は見られなかった．この点につい
て詳細に分析することは ζ の設定方法を考える上でも重要な問題であるが，今後の課題とする．

(a) 主観的割引係数 (b) 限界効用：γR の変更

図 8: 先験情報に関する感度分析

5 結論と今後の課題
本研究ではGRTを用いてオプション価格から forward lookingな実分布を推定する方法について

議論した．GRTを用いて実分布を推定するには非適切問題を解く必要がある．そこで本研究では実
分布に関する先験情報を与えて解を安定化する推定方法を提案した．この方法は状態価格の均一性
の仮定と先験情報の 2つの観点から Kiriu and Hibiki[8]の RTを用いた実分布の推定方法を一般化
した推定方法である．また，仮想データを用いた数値分析によってリスク中立分布を先験情報とし
て与えた場合の提案法の特徴および有効性に関する検証を行った．
数値分析の結果から，提案法を用いた場合には先験情報として与えた分布や従来の推定方法と比

べて推定精度の高い実分布の推定値が得られる可能性があることがわかった．ただし，今回の分析
に用いたデータセットは限られており，今後多くの先験情報の設定や仮想データの設定のもとでロ

11



バスト性について検証する必要がある．さらに，ノイズが大きい場合や先験情報と真の分布のずれ
が大きい場合などには推定精度の改善の幅が小さく，推定精度を向上できる正則化パラメータ ζ の
範囲も限られているケースや，提案法で推定した実分布の推定精度が先験情報として与えた分布や
従来の方法で推定した実分布に比べて改善しないケースが見られた．この点に関しては式 (3.5)の形
などに目的関数を変更することを検討したり，適切な正則化パラメータの選択基準も併せて開発す
る 10など提案法を改善していく必要があると考えられる．
その他の今後の課題として，実際のオプションデータから実分布を推定して分布の予測力の観点

から提案法の有効性について検証することが挙げられる．
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